Druga domaca naloga Analize 3 za ISRM

5. januar 2025

Povzetek

Za boljso preglednost na racunalnik prepisane resitve. Zgolj kot dokaz
reSevanja so prilozene Se slike rokopisa.

Naloga 1. [1%] Naj bo K odsek krivulje, podane z
22+y>=1 in ztanz=y

od tocke (1,0,0) do tocke (1,0,27). Izra¢unaj integral
/ ydr +xdy + zdz.
K

Resitev. 22 +y?’=1Aztanz =y —

2
+ arctan

Yy = l—xQAz:arctang:>z:
x

Vpeljimo cilindri¢no parametrizacijo krivulje K:

V1 —cos?p sin

= arctan =
cos cos

r=1-cosp,y=1-siny,z = arctan
7 (t) = (cosp,sinp, ) za ¢ € [0, 27| (omejitev iz navodila).

7= (—sing,cosp, 1)

/Kydx—l—mdy—f—zdz:/KV(g) dS=-.-,

kjer je V : R3 — R3 s predpisom (z,y,2) — (y,z, 2).

2
-]
27 27 @2
=/ cos2¢—sin2¢+sodso=W+7
0 0

= 972

<t

27
(7 () - F(p) dp = / (sin 0, cos 0, ) - (—sin p, cos i, 1) dip =

27

0



Naloga 2. [1%] DokaZi, da sta za krivuljo K C R3 naslednji trditvi ekviva-
lentni:

e krivulja K lezi na neki sferi s sredis¢em v izhodis¢u;
e tangenta v vsaki tocki na krivulji K je pravokotna na vektor med izhodi-

§¢em in to tocko.

Resitev. Dokazujemo ekvivalenco. Naj bo 7: [a,b] — R3 za a,b € R parame-
trizacija krivulje K in 7 (¢) = (x (¢),y (t),z (t)).

(=) Dokazujemo Vt € [a,b] : 7(t) - 7(t) Zo. Naj bo t poljuben. Po
predpostavki K lezi na neki sferi s srediS¢em v izhodis¢u. Brez skode
za splognost naj je radij te sfere 1, torej z (t) = /1 — 22 (t) — y2 (¢).

' (1—x2<t>—y2<t>)’>
2/1=22 () - ¢ (1)

=

(t) = <x .50, (VIi—220 -y 0)

F(t) -7 (t) =

N O T T
:(x(t),y(t),\/l—x (t)—y (t))-(x(t),y(t), 2\/1_;52(15)—1/2(15) >_

s | e (0 () —y () (1) _
=030y 05 O =TT =7 ) — et =0

(<) Po predpostavki velja Vt € [a,b] : 7 (t) - ¥ (t) = 0. Dokazujemo, da je
K na sferi. Naj bo t poljuben.

(@ @),y ),z () (& (t),9 ), 2{) = ()& (O)+y (t) g (t)+z (1) £ (1) =

(22 P )+ 22 ()
_ ( 0
%(mg(t)—FyQ(t)—i-zQ(t))—i—C:O

22 (1) + 2 () + 22 (t) = —% (konstanta)

Slednje je pogoj za sfero z radijem —%7 torej 22 (t) = —% -y (t)—

2 (1) =2 (1) = /-§ — 2 (1) — 22 (1).




Naj bo P rob stozca
Vat+y? <z <1,
sestavljen iz plas€a in kroga. Izracunaj:

(a) ffp (x2 +y2) ds;

Stozec si lahko skiciramo v mislih in parametriziramo plasé C'

Naloga 3. [1%]

Resitev.
in osnovno ploskev K.

7(z,¢) = (zsing, z cos p, z) , E(z,gp) = (zsing, zcos p, 1),
kjer z € [0,1] in ¢ € [0,27] za obe ploskvi. Velja P=CUK in CNK

ima plos¢ino 0, torej
// (x2+y2)dS:// (962+y2)d5+// (2 +4?) dsS
P=CUK c K

Izra¢unajmo parcialne odvode parametrizacije
7. (z,¢) = (sinp,cosp, 1), 7, (2,¢) = (zcos p, —zsin g, 0)

k. (z,¢) = (sin g, cos p,0) k:, = (zcosp, —zsin g, 0)

Uporabimo obrazec za ploskovni integral ([ pdS = [[, p (7 (u,v))
\/(r}; ) (7 - 1) — (73 - 1)? dudv):

2w 1
// (z* +y?) dS = / / (z%sin® o + 2% cos® ) - VEG — F2 dzdyp =
c o Jo

27 1
= / / z2\/(sin2 @ +cos2p+1) (22 cos? o+ 22sin® p) — 0dzdp =
o Jo

27 1 2m 1 1

= / / 2°V222 dzdp = \/5/ / 23 dzdyp = 27r\/§/ 2dz =
o Jo o Jo 0

V2

2

A
=221 =
41,

2m 1
// (z* +9°) dS:/ / (z%sin® ¢ + 2% cos® @) V EG — F2 dzdp =
K o Jo

2 1
= / / 22\/1 -22 — (zsinpc sin @ cos @) dzdp =
o Jo

27 1 1 1
=/ / zdedap=27r/ Bdz=2r= =
0 0 0 4

//P(xQ—Hf) dS=g+\f%=g(1+\f2

ro| 3

N—

(b) [[prdydz+ydzdr+ zdxdy.



Resitev.

// xdydz—i—ydzdx—i—zdxdy:// (z,9,2) ds =
P P

://C(x,y,z) d§+//K(x7y,z) ds.
i//c(x,y,z) dgzi//c(x,y,z).ﬁdsz

= // [(zsingp, zcos p, 2), (sinp,cos v, 1), (z cos p, —zsinp, 0)] dzdp =
= // (zsing, z cos v, z) - (z sin ¢, z cos , —zsin® ¢ — z cos? cp) dzdp =
= // (zsinp, zcosp, z) - (zsinp, z cos , —z) dzdp =

:// zQSin2<p+226082g0—22d2d90:// 22=7%dzdp =0

Ni¢, ker je polje vzporedno na plas¢. Zategadelj

i//P(x,y,z) d§=o+//K(x,y,z) g =

= // [(zsing, zcosp, 1), (sinp, cos ,0), (2 cosp, —zsin, 0)] dzdp =

:// (zsing,zcosp,1) - | 0,0, —zsi =Zcos? ¢ | dzdp =

or 1 1 2
:// —zdzdgo:—/ / zdzdga:—27r/ zdz:—27r?
/ o Jo 0

Potemtakem [[, (z,y,z) dS = +.

1
=—-7
0




Naloga 4. [2%] Naj bo a > 0. Valj 22 + 2% = a? izreze iz ploskve, podane z
enacbo ay = xz, ploskev P. Izra¢unaj:

(a) njeno povrsino;
Resitev. Vpeljimo parametrizacijo krivulje in izra¢unajmo njena od-

voda. UpoStevajmo y = ==.

.2

2

7(r,p) = (rcosap, 77“ Sl; (p,rsingo), r €10,1],¢ € [0,27]
a

2m a
://ldSZ/ / VEG — F?drdy
P 0

2 2 2 12
sin” 2 sin” 2
E:T?'T?:COS2@+TIGﬂ+SIH (,0*14’711@#

4 22 4 22
G:T281n2§0+$+7~2c052§0:1’2+w
a a
) 73 sin 2¢ cos 2 . r3sin4
F=—r ﬂ@+#+wﬁrﬁ:?¢
0 sin? 4¢

F? =
4a*

EG = (1+ r%inj?gp) <r2—|— 7"4(30&;22(,0) _
a a

4.2 4 52 6 i 2 2
r* cos” 2 r*sin® 2 r° sin“ 2¢p cos” 2
2 14 ' 2 2

=7

a? a? at
4% 6 sin? 2 4 6 gin?
r*(cos n- 2 r° sin” 2p cos”® 2 r r°sin” 4
=7+ A - R NI e

a? at a? 4a*

EG—F? =12 +T4iﬁsifﬁo/&ﬂﬁ@

[ [ o [ i

. . _ e — — 2 —
Substituiramo v =1+ £ a2’ torej \/a?(u—1) =rin 72\/ma du = dr

inmejistasedaj1—|—a—02:11nl+g—z:2:

2 1 2 u3/? 2

=27 W)‘\/ﬁicﬁdu =ar | Vudu=a*r
QM 3/2

1
44/2 2 2
= asz\[ — a27r§ = a27r§ (2\/5 — 1)

(b) dolzino njenega roba (rezultat izrazi s funkcijo beta).




Resitev. Parametrizirajmo rob z 7(p) = (a cos @, %#M,asin <p> za

@ € [0,27], torej 7 (¢) = (—asin @, acos 2, acos @).

2m
/ 1d¢ = /
6P 0

2 2
= Va? + a?cos? 2pdp = ar/1+ cos?2p =
0

0

2m
F(SO)’ d‘P = / \/Cl2 Sil’l2 Y+ a? cos? w+ a2 cos? 0=
0

/2 /2
:a4/ \/1—|—00522<pdap=a4/ V' 1+ cos? pdp =
0 0

Substituirajmo v = cos¢ = ¢ = arccosu = dp = ﬁdu. Meje:

cos0=11in cos § = 0.

O V14 u? YV a2 Dl 4u?
—7du: a4 7du = a4 7du=
1 \/1—u2 0 \/1—u2 0 \/1—u4

4(/1 1 d +/1 u2 d>
=a —au —au | =
0 \/1—u4 0 \/1—u4

Substituirajmo t = u* = u = t'/* = du = %t*;”/“dt. Meje ostanejo.

= a4

1/4

= af G{ /01 (1—)" 213t + % /01 (1- t)l/QMf) =

(o3 +2(3)



Naloga 5. [2%] Kompleksna funkcija f naobmodjuD = {z € C|0 < arg z < 7/2}
je podana s predpisom

25 (z — 2iy) ((lnx —Iny)® + z)
(2? +4y?) (z* + y*)

/Kf(z)dz

(a) daljica od izhodigéa do poljubne tocke na premici y = x;

flz+iy) =

Izra¢unaj integral

kjer je krivulja K:

Resitev. D predstavlja pri kvadrant. Tocke na tej daljici so toc¢ke oblike
t(1+14) za t € [0,a]. Parametrizacija: r(t) = t(1+14), 7(t) = 1 + 1.
Vstavimo x =tiny =t v f.

/f(Z)dz:/at5(t_2“)(jl/ru//1n/t)f+i)

(12 +4¢2) (t* + t4)

(1+4)dt =

@46 (1 - 20)i (1 2) (1 1 e
:/ (1—2) —de/ P+ (+i), 1 iteatia =
0 5t22t4 10% 10

—/ i+ 1dt = (3z+1)

(b) parabola y = 22 za x > 0.

Resitev. Zopet D predstavlja prvi kvadrant. Tocke na tej paraboli so
totke oblike t + t%i za t € [0,00). Parametrizacija: r(t) = t (1 + ti),
7(t) =14 2ti. Vstavimo x =t iny =12 v f.

/Kf(Z)dZ:/OOO 5 (t — 2it?) ((1nt—1nt2) +i) it

(12 + 4t%) (t* + t8)

ooﬁg(l—Qit)((—lnt)z—&-l) M(( nt)® + )
= 1+2t dt = dt =
o Z(L+4a) /(114 £ (47 (1 + 14)
(1 © In?¢
—Z/O md”/o Trah=
w374

Substituiramo u = t*, t = {u, dt = *—

i [0 w3/ > In?t
_ d gt =
4/0 1+u “+/0 1+t




p—1=-3/4=p=1/4,p+q=1= ¢=3/4

i 13 * n?¢
=-B(=°2 — dt=---
4 <4’4)+/0 1+t

s
sin7p’

Sedaj sioglejmo B (p,1 — p) =
Naj bo b(x) == B (z,1 — z).

b(a;)/ooo(”m1 pp——

14 u)! sin 7z

natanc¢neje odvode funkcije p — B (p,1 — p).

Y () = /°° u””’llnudu _ —72 cos
0

1+u sin? 7
— 2 /
W () - /oo wFln udu 2 c'os;rx _
0 1+u sin” mx

—msinmzsin? rx — cos L (sin2

7r33)/
= —7Tr T4 =
sin® 7z
4s8in® 72 + cos (mz) 2sin (7x) cos (Tx) 4sin® 72 + 2 cos? T sin T
= =

sin? 7z sin? 7z

s tem znanjem v integral substituirajmo u = t* = Yu =t = iu‘3/4du =dt:

:/ww.ldu_f_ib 1 :1/Oou_3/41n2udu m\/iz
0 1+u 4 4 \4 64 /, 1+u 1
3 1 2 3 1 5
64 4 4 64 - 124 4 64-% 1

_ w33 +7T\/§Z,_ w33 7T\/§i
1622 4 322 4
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